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摘要

大数据的高维度和复杂性是数据科学的难点。基于经典的流形假设，离散点云往

往来自高维欧氏空间的一个低维子流形。通过研究子流形的几何结构来提取数据的

有效特征，才能实现高效处理数据的目的。本文研究了子流形离散点云上的切空间和

第二基本形估计。对于切空间的估计，给出了局部主成分分析的经验协方差矩阵的偏

差–方差分解，并利用随机矩阵和扰动理论中的 Davis-Kahan定理和Weyl定理，给出

切空间估计的均方误差和最优收敛速率。对于第二基本形的估计，用 Weingarten 映

射的性质构造了一个新的估计，并给出该估计的闭式解，在此基础上进一步设计了

WME算法。通过建立统计模型，本文导出了优化问题的总体解和经验解，进而得到

该估计的偏差和方差，在有限样本的情形下，给出该估计的最优收敛速度。与现有结

果相比较，该估计在理论上收敛性更强，在应用中效率更高。在数值实验中，本文将

WME算法应用于曲率估计、点云简化和脑曲面上的统计回归等问题。在曲率估计问

题中，相比于传统的二次曲面拟合算法，WME算法不仅精确度更高，而且对噪声更

不敏感。在点云简化问题中，基于WME算法进一步地提出了基于曲率的曲率自适应

简化算法。相比于传统的均匀简化算法，在相同的点云规模下，该方法对于点云的几

何细节刻画更为精细。在脑曲面上的统计回归问题中，本文在传统的岭回归方法上加

入了脑曲面第二基本型的算子谱作为新的回归特征。实验结果表明，加入该特征后预

测的准确性有显著提高。

关键词：子流形；流形学习；切空间；Weingarten映射；高维统计
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Abstract

High dimensionality and complexity of big data are difficulties in data science. Based on

the classical manifold assumption, discrete point clouds are sampled from a low dimensional

submanifold in high dimensional Euclidean space. Extracting effective features from data by

studying the geometric structure of the submanifold is the way to fulfill the goal of efficiently

coping with data. This thesis studies the tangent space and the second fundamental form es-

timation on discrete point sets sampled from submanifolds in Euclidean spaces. For tangent

space estimation, this thesis gives the bias-variance decomposition of the empirical covari-

ance matrix from local PCA, and uses Davis-Kahan theorem andWeyl theorem from random

matrix theory and perturbation theory to derive mean square error and optimal convergence

rate for tangent space estimation. For the second fundamental form estimation, this thesis

constructs a new second fundamental form estimator using the Weingarten map, and derives

closed-form solution, while yields theWME algorithm. From the statistical model, this thesis

derives the population solution and empirical solution for the optimization problem, which

then gives the bias and variance for the estimator, and gives the optimal convergence rate

under finite sample conditions. Compared with other recent results, the new estimator has

stronger convergence in theory and better efficiency in practice. In experiments, this thesis

applies WME algorithm to practical problems like curvature estimation, point cloud simplifi-

cation and statistical regression on brain cortical surface. In curvature estimation, this thesis

compares WME algorithm to classical quadratic surface fitting algorithm. Results show that

WME is more precise and robust to noises. In point cloud simplification, a new curvature-

adapted simplification algorithm is proposed. Results show that under the same number of

points, the new algorithm preserves more geometric details than classical uniform simpli-

fication algorithm. In statistical regression on brain cortical surface, the operator norm of

the second fundamental form is added as feature in ridge regression, which then proves to

improve the performance of prediction in experiments.

KeyWords: Submanifolds; Manifold Learning; Tangent Space; TheWeingarten Map; High

Dimensional Statistics
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主要符号对照表

M m维紧致流形

Rd d维欧氏空间，带标准欧氏内积

R M的黎曼曲率张量

∇ M的黎曼联络

TpM M上 p处的切空间

T⊥
p M M上 p处的法空间

ξp p处的法向量，其指标用 α, β, γ 等小写希腊字母表示

ξ̃ M上的法向量场，在收敛性的证明中简记为 ξ

Xp p处的切向量

X(M) M上所有光滑切向量场的集合

II M上的第二基本形

Aξp 在 p点沿 ξp的Weingarten映射

A Weingarten映射的总体估计

Ã Weingarten映射的经验估计

N 独立同分布的样本的数量，亦即点云的规模

h 估计第二基本形时的带宽

hPCA 估计切空间时的带宽

P 取值在流形上的随机向量

Ef 相对于密度函数 f 取期望

MSE 均方误差

exp 指数映射
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第 1章 绪论

1.1 引言

在流形学习领域，高维数据集通常假定取自一个低维的流形。因此推断流形的几

何和拓扑成为一个至关重要的问题。流形的同调群、同伦群、体积、曲率、测地线、

测地距离、微分算子等都是研究中关心的对象 [1–10]。数据的流形结构可以用各种方式

恢复出来：测地距离可以通过等距特征映射 (ISOMAP)得出，局部的线性结构可以用

局部线性嵌入 (LLE)或者 Hessian特征映射表示 [11–13]。而在这些几何和拓扑不变量中，

切空间和第二基本形尤其重要。切空间的估计在数据的降维和聚类有着广泛的应用；

第二基本形的估计则与流形的曲率的估计密切关联，而曲率在曲面的重构、网格生成

中扮演不可或缺的角色。对于欧氏空间中的曲线和曲面，学者们提出了大量的算法，

然而这些算法和理论很难推广到高维，一些算法的收敛性和一致性也没有深入研究。

1.2 国内外研究现状及发展趋势

1.2.1 切空间估计

在切空间估计中，一个常用的方法是在点云每个点的局部用主成分分析 (PCA)，

局部协方差矩阵的较大特征值所对应的特征向量被认为是切空间的一组基。这个步骤

可以认为是具有扰动的 PCA，而扰动来自于流形的曲率：对于曲率较小的区域，流形

本身就能够被切空间很好地逼近，所以扰动较小，PCA能够很好地恢复切空间的信

息；对于曲率较大的区域，流形在切空间处有较大的偏离，所以扰动较大，此时 PCA

的效果依赖于区域的大小，若选取的区域过大，则会产生较大的偏差。在随机扰动下

对 PCA的分析有大量成熟的结果。例如，Davis-Kahan定理就描述了厄米特矩阵的特

征子空间在扰动下如何偏离真实的子空间 [14]；Wedin定理则将结果推广到非厄米特算

子 [15]。V. Vu将奇异向量的估计推广到低秩的带随机噪声的矩阵 [16]。N.M. Faber等人

则将观测数据的信噪比和 PCA的随机误差联系起来 [17]。然而，这些对 PCA的分析并

没有考虑到数据的几何结构。还有一些 PCA的分析考虑了来自特殊模型的数据，例

如 T.W. Anderson, M.A. Gershick，D.N. Lawley等人考虑了具有多元正态分布的数据的

协方差矩阵的特征值和特征向量，然而这些特殊模型中没有涉及到流形 [18–20]。近年

1
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来有少数学者研究了 PCA和数据的几何之间的关系：A. Singer和 H.T. Wu的工作讨

论了扩散映射和降维之间的联系 [6]，他们给出了用局部 PCA估计切空间的渐进误差。

假设 N 是点云的数量，m是流形的维数，ϵ是邻域的半径，当 ϵ = O(N−1/(m+2))时，

切空间的估计误差为 O(ϵ3/2)。这里没有考虑有噪声的情形。D. Kaslovsky和 F. Meyer

则考虑了二次嵌入的流形和带高斯噪声的情形 [21]，此时局部 PCA区域的大小依赖于

噪声和曲率的影响，由于曲率的存在，区域太大会给出较大的偏差，而由于噪声的存

在，区域太小则会给出较大的方差，因此在噪声和区域之间会存在一个最优的权衡。

对于任意的光滑嵌入的情形，H. Tyagi等人给出了更精细的结果 [22]：假设流形的维数

是 m，全空间的维数是 d，点云的数量是 N，区域的半径是 ϵ，则当 m趋于无穷时，

选取 N = O(τ−2d2 log(m))

ϵ = O(m1/2d−1|κmax|−1)

其中 τ 是 (0, 1)中的一个数，κmax表示曲率，则估计的切空间和真实的切空间之间的

夹角的为

θ < arccos
(√

(1− τ 2 −O(m−1d|κmax|−4))d
)

事实上，在数据具有较强的相关性时，二次嵌入和任意光滑嵌入给出的取样规模相同，

但是当数据具有较弱的相关性时，H. Tyagi等人证明，取样规模可以降低，从而更加

高效，此时，对于二次的嵌入，取样规模和带宽满足N = O(τ−2md log(m))

ϵ = O(d−1|κmax|−1)

而对于任意光滑的嵌入，取样规模和带宽满足N = O(m log(m))

ϵ = O(m−1/3d−5/6|κmax|−1/3)

1.2.2 第二基本形估计

第二基本形的估计相较与切空间的估计要困难得多。首先第二基本形是二阶光滑

的几何量，从而方法更为复杂，对噪声更加敏感。另外，实际应用中具有几何结构的

2
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数据大多为曲面或者曲线上的点，对第二基本形的估计直接化归为曲率的估计。然而

随着越来越多的具有几何结构的高维数据的出现，在应用中，对第二基本形的估计成

为一个亟待解决的问题。2018年 B. Buet，G.P. Leonardi和 S. Masnou利用几何测度论

在 varifold上定义了推广的第二基本形，并提出了基于 varifold的估计第二基本形的

方法 [23]：假设 V 是一个 varifold，首先用规范化的核函数 ρϵ与标准的一阶变分 δV 做

卷积得到规范化一阶变分。类似地，用另一个核函数 ξρ 与标准测度 ∥V ∥卷积定义规

范化测度。规范化一阶变分与规范化测度的比值被定义为近似平均曲率场 HV
ρ,ξ,ϵ，其

中 ϵ刻画了对平均曲率的近似程度。通过近似平均曲率场可以定义弱第二基本形，当

varifold为流形时，弱第二基本形可以收敛到真实的第二基本形。而在离散的数据的

情形，他们证明了当核函数满足特定条件时，弱第二基本形的收敛速度是 O(N−1/2)。

这种基于变分的算法具有很强的鲁棒性，然而论文给出的算法较为复杂，同时算法具

有变分算法的共有缺点，准确性较差，需要对参数进行精细的控制。

A. Aamari和 C. Levrard提出了用多项式拟合对第二基本形进行估计 [10,24]。不同

于经典的多项式拟合的情形，他们考虑所有的满足特定正则性条件的紧流形，并在这

个范畴上考虑给出最小的最大误差的估计。这个方法虽然给出了漂亮的理论证明，文

章并没有给出具体的算法。在收敛性上，考虑所有局部 k阶正则、曲率有一致上界的

欧氏空间的嵌入子流形，假设 x1, · · · , xN 是流形上均匀取样的独立样本，那么对第二

基本形的算子范数有如下的最小最大误差

inf
II
sup
M

E max
1≤j≤N

∥IIMxj
− IIj∥ ≤ O

(( 1
n

) k−1
d

)

1.2.3 曲率估计

从离散点云中估计曲面的法向量、主曲率、平均曲率、高斯曲率，并提取边界或

者其它特征在计算机图形学、逆向工程等领域有大量的应用。在实际应用中，从深度

扫描仪得到的离散数据重构曲面一直是工程中的重要问题，而估计曲率则是重构曲面

中必要的环节。对曲率估计得越精确，在重构时就能得到越高质量的网格。在计算机

图形学等领域中，大量的算法被提出用来估计曲率。早期的方法通常是先在每个点的

邻域内估计方向曲率，然后对方向曲率积分得到主曲率和主方向，例如 C. Lange和 K.

Polthier等人提出的 Anisotropic smoothing [25]。对带噪声的和不规则点云，J. Huang和

C.H. Menq提出了移动最小二乘和局部加权的具有鲁棒性的方法 [26]；J. Berkmann等
3
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人提出用法向量的协方差矩阵逼近曲面的形状算子 [27]；E. Kalogerakis等人通过在局

部做法向量的变分来拟合曲率张量 [28]。这些算法通常以估计点云的法向量开始，在

估计中的每个步骤产生的误差都会累计。一个同时计算法向量和第二基本形的方法是

拟合局部的射丛。F. Cazals和M. Pouget提出基于最小二乘的射丛拟合方法 [29]，这个

算法的优点是复杂度低，同时算法有很好的收敛性，缺点是这个算法要求点云必须是

均匀取自于一个曲面，然而从镭射扫描仪得到的点云通常是不均匀而且带有噪声的，

所以该算法在实际问题中并不能保证得到精确的结果。为了克服这个方法的缺点，L.

Guibas等人提出了Voronoi协方差测度 (Voronoi covariance measure)的概念 [30]，通过在

每个 Voronoi胞腔上对法向量的协方差矩阵做积分，这个方法一方面可以估计曲面的

曲率，另一方面对噪声具有很强的鲁棒性。假设 χ是一个有界的利普希茨核函数，那

么对每个欧氏空间的紧子集D和参数 R，存在一个只依赖于D和 R的常数 C(D,R)，

满足

∥VD ∗ χ− VD′ ∗ χ∥ ≤ C(D,R)dH(D,D
′)1/2

其中 VD是D上的 Voronoi测度，dH 是集合之间的豪斯多夫距离。因此当两个紧子集

的豪斯多夫距离足够近时，两个矩阵的算子范数被豪斯多夫距离所控制。

曲率估计是曲面重构中的重要步骤，它控制了生成网格的大小和尺度，因此与重

构网格的质量紧密相关。除了曲面重构，曲率估计在点云上也有直接的应用。一个典

型的应用是点云的特征提取。尖锐的边和角有异常的曲率，因此可以直接从曲率中得

到形状的尖锐的特征。S. Fleishman等人提出将曲面划分为不同的区域并在每个区域

用曲率探测尖锐边角的方法 [31]；J. Daniel等人进一步将这个方法进行推广，用分段光

滑的折线提取特征曲线；Y. Lipman等人提出用移动最小二乘投影的方法提取特征点

的方法 [32]；P. Janke等人则将在每个不同的区域进行光滑地拟合 [33]，对具有不同法向

量的邻近区域计算交集，从而发现特征曲线。这些方法的共同特点是它们都直接或者

间接用到了曲率的信息。对于没有做曲率估计的方法，它们用到了法向量的比较，而

法向量的变化本质其实是曲率，因此曲率估计可以直接应用到特征提取之中。

曲率估计的另一个应用是点云简化，从高精度的镭射扫描仪或者深度扫描仪扫描

得到的点云通常具有极大的规模，而这样的规模对后续处理显得极其笨重，尤其是在

曲面重构的算法中，对点云的数量有着严苛的要求。如何降低点云的规模，同时又不

影响点云的几何结构是一个必须解决的问题。T. Rabbani等人归纳了三种不同的点云

简化方法：聚类法、迭代法、粒子仿真 [34]。这些方法依赖于数据的局部协方差，虽然
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T. Rabbani在文中声明局部协方差与曲率有关，但是曲率具体如何影响简化过程没有

显式写出来。因此 T. Rabbani的方法与曲率估计结合起来将得到极大的改进。

1.3 主要结果

本文主要分成三个部分：第一部分介绍了子流形离散点云上的切空间估计。局部

PCA是一个常用的估计点云的切空间和维数的方法，但是其理论分析并不令人满意。

我们利用欧氏空间子流形上指数映射的泰勒展开给出经验协方差矩阵的偏差-方差分

解，然后用随机矩阵和扰动理论中的 Davis-Kahan定理和 Weyl定理给出投影算子估

计的均方误差，并确定有限样本条件下的最优收敛速率。

第二部分是关于子流形点云上的第二基本形估计。我们首先用局部 PCA得到切

空间的估计，然后利用Weingarten映射的性质，建立统计中的线性回归模型。该线性

回归模型有简单的闭式解，使得我们能够给出快速的算法，我们称这个算法为WME

算法。根据该统计模型，我们能直接给出问题的总体解和经验解，从而能对偏差和方

差给出精确的估计，导出有限样本条件下的最优收敛速率。我们在实验中同时考虑了

核方法和 k邻域方法，并在环面、螺旋线和椭圆面上用实验验证了我们的理论结果。

第三部分是实验部分。首先，我们比较了WME算法和传统的二次曲面拟合算法

在曲率估计上的精确性和鲁棒性，结果表明我们的算法更有优势。然后，我们将算法

应用到点云简化上。不同于传统的均匀简化方法，我们提出基于曲率的曲率自适应简

化方法，实验证明在相同的规模下，用曲率自适应简化方法得到的点云经过曲面重构

后能保留更多的几何细节。最后，我们将算法应用到脑科学中的年龄预测问题上。我

们加入大脑皮层曲面的曲率和第二基本形的算子谱作为回归模型的特征，再用岭回归

对人的年龄作预测。实验证明加入几何量作为特征的模型在预测的精确度上有显著提

升。
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第 2章 预备知识

2.1 黎曼几何基础

本节主要介绍所需要用到的黎曼几何中的一些基本概念和基本定理。首先引入拓

扑流形和光滑流形的概念，然后介绍光滑流形上的光滑函数、切向量和切空间，接着

引入黎曼流形，介绍黎曼度量、黎曼联络、测地线、指数映射和曲率张量，最后概述

子流形的定义和相关性质。

定义 2.1. 一个m维拓扑流形M是一个拓扑空间，满足

• M是豪斯多夫的，亦即，任给M上两不同点 p1, p2，存在 p1的邻域 V1和 p2的

邻域 V2使得 V1 ∩ V2 = ∅；

• 任给M上一点 p，存在开邻域 V 同胚于欧氏空间 Rm的某个开集 U；

• M是第二可数的，亦即，M有可数的拓扑基。

定义 2.2. 一个 m维光滑流形M是一个 m维拓扑流形和一族参数化 ϕα : Uα → M，

其中 Uα ⊆ Rm是欧氏空间中的开集，满足

• 坐标邻域覆盖M，即，∪αϕα(Uα) =M；

• 对任意的一对指标 α, β，若

W := ϕα(Uα) ∩ ϕβ(Uβ) ̸= ∅

那么转移函数

ϕ−1
β ◦ ϕα : ϕ−1

α (W )→ ϕβ(W )

ϕ−1
α ◦ ϕβ : ϕ−1

β (W )→ ϕα(W )

是光滑的；

• 参数化族 A = {(Uα, ϕα)}在包含的意义下是极大的：若参数化 ϕ0 : U0 →M满

足对任意的 ϕ ∈ A都有 ϕ−1
0 ◦ ϕ和 ϕ−1 ◦ ϕ0光滑，那么 (U0, ϕ0)在 A中。

在光滑流形上我们可以讨论光滑映射的概念。

6
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定义 2.3. 令M和N 表示两个光滑流形，F :M→N 是一个映射。如果存在 p ∈M

的一个坐标邻域 (U, ϕ)和 F (p)的一个坐标邻域 (V, ψ)满足 F̂ : ψ−1 ◦ F ◦ ϕ : U → V

在 ϕ−1(p)处光滑，则称 F 在点 p处光滑。如果函数 F 在开子集W ⊆M中的每一点

都光滑，则称 F 在W 上光滑。

特别地，若N 就是 R，则光滑映射 f :M→ R称为M上的光滑函数。若M是

开区间 (−ϵ, ϵ)，则光滑映射 γ : (−ϵ, ϵ)→ N 称为 N 上的光滑曲线。

定义 2.4. 设 γ : (−ϵ, ϵ)→M是M上的一条光滑曲线，考虑所有在 γ(0) = p点处的

光滑函数 f 构成的集合 C∞(p)，p处的切向量 γ′(0)是 C∞(p)上的一个算子，它在 f

上的作用定义为

γ′(0)(f) =
d(f ◦ γ)

dt
(0)

点 p 处所有切向量的集合被称为 p 处的切空间，记为 TpM。一个光滑切向量场 X

在流形M 上的每一点 p 都指定了一个切向量 Xp，并且满足对任意的光滑函数 f，

(Xf)(p) = Xp(f)也是流形M上的光滑函数，所有光滑切向量场的集合记为 X(M)。

定理 2.1. 令M是一个m维光滑流形，则 TpM是一个m维线性空间。

定义 2.5. 令M 是一个 m 维光滑流形，一个黎曼度量 g 是一个映射 g : X(M) ×

X(M) → R，使得对任意的切向量场 X 和 Y，g(X,Y )是M上的光滑函数，并且 g

还满足

• (对称性) g(X,Y ) = g(Y,X)；

• (正定性) g(X,X) ≥ 0，等号成立当且仅当 X = 0；

• (光滑线性) g(fX, Y ) = fg(X,Y )，其中 f 是任意的光滑函数。

带有黎曼度量 g的光滑流形M称为黎曼流形。

定义 2.6. 令M 是一个 m 维光滑流形，一个仿射联络 ∇ 是一个映射 ∇ : X(M) ×

X(M)→ X(M)满足

• ∇fX+gYZ = f∇XZ + g∇YZ

• ∇X(Y + Z) = ∇XY +∇XZ

7
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• ∇X(fY ) = (Xf)Y + f∇XY

其中X,Y, Z 是任意的光滑向量场，f, g是M上任意的光滑函数。一个仿射联络是无

挠的，如果

∇XY −∇YX = [X,Y ]

一个仿射联络称为与度量 g相容，如果

Xg(Y, Z) = g(∇XY, Z) + g(Y,∇XZ)

定理 2.2. 令 (M, g)表示一个m维黎曼流形，则M上存在唯一一个无挠的，与度量

g相容的仿射联络。

这个唯一的联络被称为 Levi-Civita联络或者黎曼联络。

定义 2.7. 令 γ : [0, 1]→M表示M上的一条光滑曲线，若 ∇γ̇ γ̇(t) = 0，则称 γ 为测

地线。

定义 2.8. 固定M上一点 p，对任意的 v ∈ TpM，若满足 γ(0) = p, γ̇(0) = v的测地线

γ 在 t = 1处有定义，则定义 expp(v) = γ(1)。映射 expp称为指数映射。

定理 2.3. 存在 TpM的一个开集 U 使得 expp 在 U 上是合理定义的，并且 expp 在 U

上是微分同胚。

我们将在2.2节详细讨论指数映射的性质。

定义 2.9. 令 (M, g)表示一个m维黎曼流形，∇表示黎曼联络。对任意的光滑切向量

场 X,Y，我们定义一个映射 R(X,Y ) : X(M)→ X(M)为

R(X,Y )Z = ∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z

或等价地，我们定义 R : X(M)× X(M)× X(M)× X(M)→ R为

R(X,Y, Z,W ) = g(R(X,Y )Z,W )

R称为黎曼曲率张量。

8



北京理工大学硕士学位论文

用黎曼曲率张量我们可以定义截面曲率。

定义 2.10. 令 Π表示 TpM中的一个二维子空间，令Xp, Yp表示 Π中的两个线性无关

的向量，那么 Π处的截面曲率定义为

K(Π) = − R(Xp, Yp, Xp, Yp)

∥Xp∥2∥Yp∥2 − g(Xp, Yp)2

最后我们介绍子流形的概念。

定义 2.11. 令 F :M→N 是光滑流形之间的光滑映射，在每一点 p ∈M，F 诱导了

线性映射DFp : TpM→ TF (p)N，称为 F 的切映射。若DF 在每一点都是单射，则称

F 是浸入；若 F 还是M和 F (M) ⊆ N 的同胚映射，则称 F 是嵌入。

定义 2.12. 若M⊆ N 是两个光滑流形，而且包含映射 i :M ↪→ N 是嵌入，则称M

是 N 的嵌入子流形。

命题 2.1. 令M是黎曼流形 (N , g)的一个嵌入子流形，则包含映射 i诱导了M上的

一个黎曼度量 i∗g，此时在任意一点 p ∈M，切空间 TpM⊆ TpN 有正交补空间 T⊥
p M，

称为 p处的法空间，我们有如下正交分解

TpM
⊕

T⊥
p M = TpN

2.2 第二基本形

令M是黎曼流形 N 的子流形。N 上的黎曼联络记为∇，M上的黎曼联络记为

∇。令 X(M)表示M上所有切向量场的集合。对任意的切向量场 X,Y ∈ X(M)，我

们有高斯公式

∇XY = ∇XY + II(X,Y ) (2.1)

其中

∇XY =
(
∇XY

)⊤
, II(X,Y ) =

(
∇XY

)⊥ (2.2)

定义映射

II : X(M)× X(M)→ Γ(T⊥M) (2.3)
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那么 II有如下性质： 
II(X + Y, Z) = II(X,Z) + II(Y, Z)

II(λX, Y ) = λII(X,Y ), λ ∈ C∞(M)

II(X,Y ) = II(Y,X)

(2.4)

因此，II唯一对应了M上的一个二阶对称协变张量场，我们仍旧记为 II。

定义 2.13. 张量场 II称为子流形M上的第二基本形。特别地，在任意一点 p ∈ M，

第二基本形定义了一个对称双线性映射

II : TpM× TpM→ T⊥
p M (2.5)

设 ξ̃ ∈ Γ(T⊥M)是一个法向量场。我们有 Weingarten公式

∇X ξ̃ = −Aξ̃(X) +∇⊥
X ξ̃ (2.6)

其中

Aξ̃(X) =
(
∇⊥

X ξ̃
)⊤

,∇⊥
X ξ̃ =

(
∇X ξ̃

)⊥
(2.7)

定理 2.4. 对每个 ξ̃ ∈ Γ(T⊥M)，按下式定义的映射

Aξ̃ : X(M)→ X(M) (2.8)

是一个光滑的 (1, 1)型张量场。在每一点 p ∈ M，假设 ξ̃p = ξ，它定义了一个自伴算

子

Aξ : TpM→ TpM (2.9)

并且满足恒等式

⟨Aξ(v), w⟩ = ⟨h(v, w), ξ⟩, v, w ∈ TpM (2.10)

因此，在每一点 p ∈M，存在一个双线性映射 A : T⊥
p M× TpM→ TpM满足

(ξ, v) 7→ A(ξ, v) = Aξ(v) (2.11)
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定义 2.14. 在 p ∈M, ξ ∈ T⊥
p M，线性映射 Aξ : TpM→ TpM称为 p处沿 ξ的形状算

子或者Weingarten映射。

令 e1, · · · , em是切空间的一组基，ξ1, · · · , ξd−m是法空间的一组基。假设

Aξαei =
m∑
j=1

Aj
αiej (2.12)

那么

II(ei, ej) =
d−m∑
α=1

Aj
αiξα (2.13)

定义 2.15. 令

H =
1

m
Tr(II) =

1

m

∑
i

II(ei, ei) =
1

m

∑
i,α

IIαiieα (2.14)

那么 H 与正交向量场的选取无关，称之为平均曲率向量场。

根据定义，我们有

H =
1

m

m∑
i=1

II(ei, ei) =
1

m

m∑
i=1

d−m∑
α=1

Ai
αiξα =

d−m∑
α=1

(
1

m
Tr(Aξα)ξα

)
=

d−m∑
α=1

Hαξα (2.15)

其中 Hξ = g̃(H, ξ)是沿 ξ的平均曲率，H 的模长

∥H∥ =
(∑

α

∥Hα∥2
)1/2

=
1

m

( d−m∑
α=1

Tr(Aξα)
2

)1/2

(2.16)

称为平均曲率。如果 II是一个超曲面，∥H∥ = 1
m
|Tr(Aξα)|。对于三维欧氏空间中的曲

面，它与绝对平均曲率一致。

令 R和 R分别是M和 N 上的黎曼曲率张量。从式(2.1)和式(2.6)我们可以导出

高斯方程

R(X,Y, Z,W ) = R(X,Y, Z,W ) + ⟨II(X,Z), II(Y,W )⟩ − ⟨II(Y, Z), II(X,W )⟩ (2.17)

特别地截面曲率可以表达为

K(X,Y ) = K(X,Y )− ⟨II(X,X), II(Y, Y )⟩+ ∥II(X,Y )∥2 (2.18)
11
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如果全空间是欧氏空间，那么 R恒为零。假设 ei, ej 生成一个二维向量空间 πij，那么

πij 处的截面曲率是

K(πij) = −∥II(ei, ej)∥2 + ⟨II(ei, ei), II(ej, ej)⟩ =
d−m∑
α=1

(−(Aj
αi)

2 + Ai
αiA

j
αj) (2.19)

从 Aξα 我们可以抽取 2× 2子矩阵 Aξα|πij
，那么

K(πij) =
d−m∑
α=1

det(Aα|πij
) (2.20)

例 2.1 (超曲面). 如果M是 Rd中的超曲面，ξ̃是一个M上的单位法向量场。高斯映

射 g :M→ Sd−1将超曲面上的任意一点映射到 d− 1维单位球面，定义为 g(p) = ξ̃p。

对任意的切向量 X ∈ TpM，我们有

Aξ̃p
(X) = −dg(X) (2.21)

换句话说，−Aξ̃p
就是高斯映射的切映射。

超曲面M的截面曲率是 K(πij) = det(Aξ|πij
)。如果在基底 e1, · · · , ed−1 下Wein-

garten映射被对角化为 λ1, · · · , λd−1，那么K(πij) = λiλj。这些特征值称为主曲率，而

特征向量称为主方向，Aξ 的行列式称为 Gauss-Kronecker曲率。
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第 3章 切空间估计

3.1 局部主成分分析

假设点云数据集 x1, · · · , xN 来自高维欧氏空间 Rd 中的 m 维子流形M，其中

m ≪ d，我们的目标是用点云本身所携带的信息来估计每一点 xi 处的切空间 Txi
M。

一个常用的方法是在每一点处做局部主成分分析 (PCA)。我们固定一个带宽 hPCA > 0

并定义 Ii,hPCA 与 xi的距离小于等于带宽 hPCA的点构成的集合，亦即

Ii,hPCA = {xj : 0 < ∥xj − xi∥ ≤ hPCA} (3.1)

记 xi的邻居为 xi1 , · · · , xiNi
，其中 Ni = |Ii,hPCA|。定义如下矩阵

Xi = [xi1 − xi, · · · , xiNi
− xi] (3.2)

注意到在矩阵Xi中，我们将原始点云数据平移了 xi，按照标准的 PCA应当平移

均值 x̄i =
1
Ni

∑Ni

j=1 xj，在实际应用中这二者的差异不大，但是平移 xi 将对收敛性的

证明带来极大的便利。

点 xi 处的局部协方差就是 XiX
t
i，其中

t 表示矩阵转置。为了突出距离对协方差

的影响，我们加入核函数 KhPCA：令 KhPCA 是支撑在 [0, 1]上的一个单调递减的二阶光

滑的函数，定义一个 Ni ×Ni矩阵 Di为

Di(j, j) =

√
KhhPCA

(∥xi − xij∥
hPCA

)
(3.3)

用 Di对 Xi加权得到 Bi = XiDi，这样得到的加权之后的局部协方差矩阵为

Covi = BiB
t
i =

Ni∑
j=1

KhPCA

(∥xi − xij∥
hPCA

)
(xi − xij)(xi − xij)t (3.4)

由于核函数 KhPCA 支撑在 [0, 1]上，因此我们可以直接将 Covi写为

Covi =
N∑
j=1

KhPCA

(∥xi − xj∥
hPCA

)
(xi − xj)(xi − xj)t (3.5)

13
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图 3.1 斯坦福兔子，颜色对应平均曲率

我们可以对 Covi 做特征值分解或者直接对 Bi 做奇异值分解。不妨设 Covi 的特征值

分解为

Covi = UiΣiU
t
i (3.6)

其中 Ui是一个 d× d正交矩阵。我们认为 Ui的前m列向量，亦即对应前m个最大特

征值的特征向量，逼近了 xi处的切空间的一组基。具体而言，我们记

Ui = [ui1 , · · · , uid ], Ei = [ui1 , · · · , uim ] (3.7)

并且令 πTxiM表示到切空间 Txi
M的正交投影。则所构造的投影算子的估计就是

π
T̂xiM

= EiE
T
i (3.8)

注 1. 在流形维数 m也未知的情况下，局部 PCA也可以用来估计流形的维数。事实

上，如果流形M在 xi处平坦，那么局部协方差矩阵的后 d−m个特征值均为 0，此

时我们可以用非零特征值的数目来估计流形的维数。若M在 xi处曲率不消失，当我

14
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们选取的带宽足够小时，xi 的局部仍旧可以近似为一个 m维平面，此时局部协方差

矩阵的后 d −m个特征值会远远小于前 m个特征值。具体的做法是，设定一个阈值

0 < γ < 1，选取最小的 di使得 ∑di
j=1 λj∑d
j=1 λj

> γ (3.9)

di就是对流形维数的估计。

3.2 指数映射

对于嵌入在欧氏空间的子流形，指数映射有特殊的表达形式。固定一点 p ∈ M。

不失一般性，我们施加一个 Rd 中的等距变换使得 p落在原点，并且 Rd 的前 m个标

准基向量 {e1, · · · , em}生成了 p处的切空间 TpM。考虑指数映射的各个坐标分量：

r(u1, · · · , um) = (r1(u1, · · · , um), · · · , rd(u1, · · · , um)) (3.10)

下面这个命题说明，我们可以用定义在M上的几何量来表达坐标分量函数的导数。

命题 3.1. 令 u = (u1, · · · , um, 0, · · · , 0) ∈ TpM⊆ Rd。M上的指数映射可以表达为

r(u) = p+ u+
1

2
II(u,u)− 1

6
AII(u,u)(u) +

1

6
(∇uII)(u,u) +O(∥u∥4) (3.11)

进一步，坐标分量的导数可以表达为

∂rj

∂ui
(0) = δji ,

∂rα

∂ui
(0) = 0

∂2rk

∂ui∂uj
(0) = 0,

∂2rα

∂ui∂uj
(0) = ⟨Aeαei, ej⟩

∂3rl

∂ui∂uj∂uk
(0) = −⟨AII(ei,ej)(ek), el⟩,

∂3rα

∂ui∂uj∂uk
(0) = ⟨(∇eih)(ej, ek), el⟩

(3.12)

其中 i, j, k, l = 1, · · · ,m;α = m+ 1, · · · , d.

证明. 首先，因为 r的切映射在原点处是恒同映射，则有

dr0(ei) = (∂ir
1(0), · · · , ∂irn(0)) = ei (3.13)

我们得到 ∂ir
j(0) = δji，对 i, j = 1, · · · ,m，以及 ∂ir

α(0) = 0对 α = m+ 1, · · · , d。
15
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对于二阶导数，令 u =
∑m

i=1 u
iei和 γ(s) = r(su)，则有

γ̈(0) = (
∑
i,j

∂i∂jr
1(0)uiuj, · · · ,

∑
i,j

∂i∂jr
n(0)uiuj) = II(u,u) (3.14)

因此，对任意的 i, j, k = 1, · · · ,m，∂i∂jrk(0) = 0。令 IIα(u, v) = ⟨II(u, v), eα⟩ =

⟨Aeα(u), v⟩。我们发现
[
∂i∂jr

α(0) = ⟨Aeαei, ej⟩
]
i,j
就是 Weingarten 映射的 Aeα , α =

m+ 1, · · · , d的矩阵表示。

由公式(2.6)，则有
...
γ = −AII(γ̇,γ̇)(γ̇) +∇⊥

γ̇ II(γ̇, γ̇) (3.15)

如果定义 ∇II(u, v,w) = ∇⊥
w II(u, v)− II(∇wu, v)− II(u,∇wv)，那么有

...
γ (0) = −AII(u,u)(u) + (∇II)(u,u,u) (3.16)

比较两边的分量我们得到

∂i∂j∂kr
l(0) = −⟨AII(ei,ej)(ek), el⟩

∂i∂j∂kr
α(0) = ⟨(∇eiII)(ej, ek), el⟩

(3.17)

其中 i, j, k, l = 1, · · · ,m以及 α = m+ 1, · · · , n。

令 q = r(su)，其中 ∥u∥ = 1。我们可以比较欧氏距离 ∥q − p∥ 与黎曼距离 s =

dM(p, q)。事实上，从指数映射的泰勒展开可以发现

∥q − p∥2 = s2 +
1

4
∥II(u,u)∥2s4 − 1

3
⟨AII(u,u)(u),u⟩s4 + o(s4) (3.18)

因此有

∥q − p∥ = s− 1

24
∥II(u,u)∥2s3 + o(s3) (3.19)

3.3 协方差矩阵的偏差–方差分解

固定一点 x ∈ M，不失一般性我们假设 p 被放置在原点，并且切空间 TpM 与

欧氏空间 Rd 的前 m维坐标平面重合。假设 P 是取值在流形M的随机向量，有光

16
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滑的正密度函数 f :M → R。令 K : R → R是一个支撑在 [0, 1]的光滑函数，带宽

hPCA > 0。为了估计 x处的切空间，我们从寻找第一个主方向 v开始，为此我们极大

化如下误差

Ef [((P − p) · v)2KhPCA(P − p)] (3.20)

其中 Ef 表示相对于 f 取期望，并且

KhPCA : Rd → R

KhPCA(u) =
1

hmPCA
K
( ∥u∥
hPCA

) (3.21)

考虑如下拉格朗日函数

f(v) = Ef [((P − p) · v)2KhPCA(P − p)]− λ(∥v∥2 − 1) (3.22)

令 df/dv = 0，得到

Ef [(P − p)(P − p)tKhPCA(P − p)]v = λv (3.23)

令

H = Ef [(P − p)(P − p)tKhPCA(P − p)] (3.24)

因此第一个主方向就是 H的最大特征值对应的特征向量。

接下来我们找第二个主方向 v′，它同样要极大化误差(3.20)，但要与第一个主方

向 v 正交，相似的论证可以发现 v′ 就是 H的第二个最大特征值对应的特征向量。如

此下去，我们要找的切空间的基就是 H的前 m个最大特征值对应的特征向量。我们

称 H为总体协方差矩阵。

在实际应用中，总体协方差矩阵 H是无法得知的。假设 x1, · · · , xN 是来自 P 的

独立同分布样本，我们将 H用它的均值版本替代

Cov =
1

N

N∑
i=1

(xi − p)(xi − p)tKhPCA(xi − p) (3.25)

17
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称 Cov为经验协方差矩阵。要讨论的是 Cov的特征子空间与真实的切空间 TpM之间

的误差。

对充分小的带宽 hPCA，在 Cov中起作用的点都在 x的法邻域内，因此我们可以

用指数映射作为参数化，用3.2节中证明的指数映射的泰勒展开。令 P = expx(sP θP )

其中 ∥θP∥ = 1。那么有

P − p = sP θP +
1

2
II(θP , θP )s2P −

1

6
AII(θP ,θP )(θP )s

3 +
1

6
(∇θP II)(θP , θP )s

3 + o(s3) (3.26)

因此对于 H有如下分解，

H =Ef [(θP θ
t
P s

2
P −

1

6
(θPA

t
II + At

IIθP )s
4
P + o(s4P ))KhPCA(P − p)]︸ ︷︷ ︸

H

+Ef [(
1

2
(θP IIt + IIθtP )s3P +

1

6
(θP (∇II)t + (∇II)θt)s4P + o(s4P ))KhPCA(P − p)]︸ ︷︷ ︸

Br

+Ef [(
1

4
IIIIts4)KhPCA(P − p)]︸ ︷︷ ︸

Bs

(3.27)

这里为了简化记号，用 II代表 II(θP , θP )，∇II代表∇θP II(θP , θP )。注意到H，Br和 Bs

有如下形式

H =

 ∗ 0

0 0

 ,Br =

 0 ∗

∗ 0

 ,Bs =

 0 0

0 ∗

 (3.28)

我们称 H为真实的协方差矩阵，因为 H的非零特征值的特征向量给出了切空间

的真正的基。我们称 Br 和 Bs为偏差矩阵，它来自于流形本身的弯曲。事实上，如果

流形平坦，即第二基本形消失，则这两个矩阵恒为 0。

首先我们对组成 H的各个分块矩阵进行估计：

引理 3.1. 存在 τ > 0使得当 hPCA < τ 时，对 H,Br 和 Bs有如下估计

H =

 ch2PCAI +O(h4PCA) 0

0 0

 ,Br =

 0 O(h4PCA)

O(h4PCA) 0

 ,Bs =

 0 0

0 O(h4PCA)


证明. 我们仅对 H进行证明，对于 Br 和 Bs，估计方法是相同的。

令 ei, i = 1, · · · , d 表示欧氏空间 Rd 中的标准基，选取 τ > 0 使得对任意的
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hPCA < τ，指数映射都在半径为 hPCA 的测地球内有定义。矩阵 H 中任意一个元素

H(i, j)都有如下形式

H(i, j) =

∫
B(hPCA)(p)

KhPCA(y − p)⟨y − p, ei⟩⟨y − p, ej⟩f(y) dV (y) (3.29)

当 i > m或者 j > m时，由于H的表达式中没有法分量，所以恒为 0。当 i, j ≤ m时，

令 y = exp(θ)，我们有

H(i, j) =
1

hmPCA

∫
∥θ∥≤hPCA

K((∥θ∥+O(∥θ∥3))/hPCA)× f(θ +O(∥θ∥2))

× (θi +O(∥θ∥3))(θj +O(∥θ∥3)) dθ

=h2PCA

∫
∥u∥≤1

(K(u) +O(h2PCA))× (f(0) +O(hPCA))

× (uiuj +O(h2PCA))(1 +O(hmPCA)) du

(3.30)

当 i = j 时，主导项是 h2PCA，系数是∫
∥u∥≤1

K(u)u21f(0) du (3.31)

而余下的项的阶为 O(h4PCA)。

下面我们考虑 Cov与 H之间的方差。由定义，Ef [Cov] = H。因此有

Cov = H+ V (3.32)

其中 Ef [V ] = 0。对每个 V 中的元素，其方差是

Var[V (i, j)] = Ef [(Cov(i, j)−H(i, j))2] ≤ 1

n
Ef [(P − p)2i (P − p)2jK2

hPCA
(P − p)] (3.33)

类似于引理3.1的方法，直接算出二阶矩为

Ef [(X − x)2i (X − x)2jKhPCA(X − x)] =


O(

h4
PCA

hm
PCA

) i, j = 1, · · · ,m

O(
h8
PCA

hm
PCA

) i, j = m+ 1, · · · , d

O(
h6
PCA

hm
PCA

) 其它

(3.34)
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因此方差矩阵是

Var[V (i, j)] =


O(

h4
PCA

nhm
PCA

) i, j = 1, · · · ,m

O(
h8
PCA

nhm
PCA

) i, j = m+ 1, · · · , d

O(
h6
PCA

nhm
PCA

) 其它

(3.35)

由切比雪夫不等式，观察到对任意的 ϵ > 0，

P{|H(i, j)−H(i, j)| > ϵ} ≤ Var(V (i, j))

ϵ2
(3.36)

如果选取 ϵ使得不等式的右边为 O(1)，那么以大概率 V (i, j) = O(ϵ)。由此得到以大

概率 V 有如下形式

V =
h2PCA√
nhmPCA

 O(1) O(hPCA)

O(hPCA) O(h2PCA)

 (3.37)

综上，我们得到协方差矩阵 Cov的偏差–方差分解如下

定理 3.1. 存在 τ > 0使得当 hPCA < τ 时，以大概率 Cov可以分解为

1

h2PCA
Cov = C0

 I 0

0 0


+ h2PCA

 O(1) O(1)

O(1) O(1)

+
1√
nhmPCA

 O(1) O(hPCA)

O(hPCA) O(h2PCA)

 (3.38)

其中 C0是一个正常数。

3.4 收敛性

由之前的讨论，真实的切空间 TpM就是前m个标准向量 e1, · · · , em生成的m维

线性空间，其对应的投影算子是

πTpM = EE t (3.39)
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其中 E = [e1, · · · , em]是一个 d×m维矩阵。而通过局部 PCA得到的估计切空间 T̂pM

是 Cov的前m个特征向量 u1, · · · , um生成的m维线性空间，其对应的投影算子是

π
T̂pM = UU t (3.40)

于是估计切空间和真实切空间之间的误差由下式定义

MSEPCA = ∥π
T̂pM − πTpM∥2F (3.41)

其中 ∥ · ∥F 是 Frobenius范数。

首先我们定义两个线性空间之间的夹角。

定义 3.1. 令 E = [e1, · · · , em]和 U = [u1, · · · , um]都是由m个两两正交的单位向量组

成的矩阵。则 E 和 U 之间的夹角 ΘE,U 定义为

ΘE,U = arccos(E tU) (3.42)

投影算子之间的误差可以由两个线性空间之间的夹角表示。

命题 3.2. 令 E = [e1, · · · , em]和 U = [u1, · · · , um]都是由m个两两正交的单位向量组

成的矩阵，则我们有

∥EE t − UU t∥F =
√
2∥ sin(ΘE,U)∥F (3.43)

证明. 根据定义我们有

∥EE t − UU t∥2F = Tr
(
(EE t − UU t)(EE t − UU t)t

)
= Tr

(
(EE t − UU t)2

)
= Tr

(
EE t

)
+ Tr

(
UU t

)
− 2Tr

(
(E tU)(E tU)t

)
= 2m− 2∥ cos(ΘE,U)∥2

= 2∥ sin(ΘE,U)∥2

(3.44)

Davis-Kahan 定理告诉我们，给一个对称矩阵 S 加上对称误差 ε 所得到的矩阵
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Ŝ，其前 m维特征子空间与 S 的前 m维特征子空间夹角的误差正比于 ∥ε∥，反比于

δ = |λm(S)− λm+1(Ŝ)|，其中 λi表示矩阵的第 i个最大特征值。事实上，我们有

定理 3.2. 令 S 和 ε为对称矩阵，Ŝ = S + ε，令 Θ表示 Ŝ 和 S 的前m维特征子空间

之间的夹角，则

∥ sin(Θ)∥F ≤
∥ε∥F
δ

(3.45)

对于 Cov和 H，要使用 Davis-Kahan定理，我们需要先得到特征值的估计，而这

可以由Weyl定理得到。

定理 3.3. 令 S 和 ε为对称矩阵，Ŝ = S + ε，令 λi表示第 i个最大的特征值，则

|λi(Ŝ)− λi(S)| ≤ ∥ε∥op (3.46)

其中 ∥ · ∥op表示矩阵的谱范数。

综上，我们得到局部 PCA在估计切空间时的收敛速率。

定理 3.4. 当 hPCA → 0并且 NhmPCA →∞时，以大概率成立如下估计

MSEPCA ≤ O(h4PCA) +O
( 1

NhmPCA

)
(3.47)

如果取 hPCA = N− 1
m+4，则最优的收敛速率是 N

4
m+4。

证明. 由定理3.1可知，
1

h2PCA
Cov = C0

 I 0

0 0

+ ε (3.48)

其中

ε = h2PCA

 O(1) O(1)

O(1) O(1)

+
1√
nhmPCA

 O(1) O(hPCA)

O(hPCA) O(h2PCA)

 (3.49)

由Weyl定理，可得

∣∣∣λm+1

( 1

h2PCA
Cov

)∣∣∣ ≤ ∥R∥op ≤ O(h2PCA) +O
( 1√

NhmPCA

)
(3.50)
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注意到当 hPCA → 0并且 NhmPCA → ∞时，λm+1(Cov/h2PCA) → 0，因此特征值间隙趋

于常数 C0，这样由 Davis-Kahan定理，可得

MSEPCA = ∥π
T̂pM − πTpM∥2F

= 2∥ sin(Θ
T̂pM,TpM)∥2F

≤ O(∥ε∥2F )

≤ O(h4PCA) +O
( 1

NhmPCA

)
(3.51)

这样就得到了想要的估计。
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第 4章 Weingarten映射估计

4.1 WME算法

令M ⊆ Rd 是 d维欧氏空间中的 m维子流形，并赋予诱导黎曼度量。在每一点

p处，我们有如下分解

TpM⊕ T⊥
p M = Rd (4.1)

令∇是欧氏空间 Rd上的标准联络。对任意的法向量 ξ ∈ T⊥
p M，将 ξ延拓为M上的

法向量场 ξ̃。点 p处相对于 ξ的 Weingarten映射定义为

Aξ : TpM→ TpM

Aξ(X) = −(∇X ξ̃)
⊤

(4.2)

其中 ⊤ : Rd → TpM是到切空间 TpM的正交投影。由预备知识2.2可知 Aξ 的定义与 ξ

的延拓无关。

Weingarten映射描述了流形上法向量场的变化。事实上，从如下法向量场的“泰

勒展开”我们发现Weingarten映射扮演着函数导数的角色。

命题 4.1. 令 ξ̃是子流形M⊆ Rd上的法向量场。假设 p是M上一点，q是 p的测地

邻域中的一点。记 ⊤是到切空间 TpM的正交投影。我们有

(ξ̃q − ξ̃p)⊤ = −Aξ̃p

(
(q − p)⊤

)
+O(∥q − p∥2) (4.3)

证明. 令 r : U ⊆ TpM ∼= Rm →M是定义在开集 U 上满足 r(0) = p的指数映射。记

u = (u1, · · · , um) ∈ U。那么向量场 { ∂r
∂ui}mi=1 构成了一个局部切标架。将 ξ̃(r(u))简记

为 ξ̃(u)。考虑如下展开

ξ̃(u) = ξ̃(0) +
m∑
i=1

ui
∂ξ̃

∂ui
(0) +O(∥u∥2)

r(u) = r(0) +
m∑
i=1

ui
∂r
∂ui

(0) +O(∥u∥2)
(4.4)
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由 Aξ̃p
的定义我们有

Aξ̃p

( ∂r
∂ui

(0)
)
= −

(
∇ ∂r

∂ui
(0)ξ̃
)⊤

= −
( ∂ξ̃
∂ui

(0)
)⊤

(4.5)

将其带入(4.4)我们得到

(
ξ̃(u)− ξ̃(0)

)⊤
=
( m∑

i=1

ui
∂ξ̃

∂ui
(0) +O(∥u∥2)

)⊤
= −Aξ̃p

(
(r(u)− r(0))⊤

)
+O(∥u∥2)

(4.6)

由指数映射的性质，注意到 ∥u∥表示了流形上的测地距离，根据命题3.1（见附录3.2），

在局部测地距离和欧氏距离有相同的阶。因此(4.3)成立。

假设点集 {x1, · · · , xN} ⊆ Rd 独立同分布地取自于流形M上的某个分布。我们

的目标是从点集 {x1, · · · , xN}中估计每一点 xi处的Weingarten映射。因此，我们首先

需要估计每个点处的切空间和法空间，否则在没有说明法方向的情况下，Weingarten

映射的估计将不是一个合理定义的问题 [6]。其次，在估计完切空间和法空间之后，从

命题4.1可以构建一个简单的线性模型从数据点估计 Weingarten映射，对于这个线性

模型可以直接用最小二乘法给出闭式解。因此，我们的WME算法包括了如下步骤：

局部 PCA估计切空间和法空间：对每个数据点 xi, i = 1, 2, · · · , N 估计切空间的

基底 e1i , · · · , emi 和法空间的基底 ξ1i , · · · , ξd−m
i 。固定一个参数 hPCA > 0并且定义集合

Ii = {j ∈ N|∥xj − xi∥ ≤ hPCA}。局部协方差矩阵定义为

Cov =
∑
j∈Ii

(xj − x̄i)(xj − x̄i)t (4.7)

其中每个数据点视为一个 Rd中的列向量并且 x̄i =
1
|Ii|
∑

j∈Ii xj 是近邻点的均值。Cov

对应前m个最大特征值的特征向量组成了 xi处切空间的基底，而 Cov的后 d−m个

最小特征值对应的特征向量组成了 xi处的法空间的基底。

法向量的延拓：选取任意一个法向量 ξαi ，i = 1, 2, · · · , N, α = 1, 2, · · · , d−m，估

计沿 ξαi 的Weingarten映射。将 ξαi 按照如下方式延拓为M上的法向量场 ξ̃αi

ξ̃αi (xj) =
d−m∑
β=1

⟨ξαi , ξ
β
j ⟩ξ

β
j (4.8)
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其中 j = 1, 2, · · · , N。亦即，我们简单地讲 ξαi 投影到 xj 的法空间 T⊥
xj
M。因为投影

算子光滑地依赖于流形上的点，用这种方式构造出一个光滑的法向量场。

最小二乘求解Weingarten映射：假设K : R→ R是一个支撑在 [0, 1]上的二次可

微的函数，例如，K 可以是 [0, 1]上的截断高斯核函数或者 Epanechnikov核函数。令

y ∈ Rd，给定 h > 0，定义 Kh : Rd → R

Kh(y) =
1

hm
K
(∥y∥
h

)
(4.9)

令 Ei = [e1i , · · · , emi ]是包含 xi 处切空间的基底的 d ×m矩阵。根据命题4.1，如果 xj

与 xi接近，我们有

(ξ̃αi (xj)− ξ̃αi (xi))tEi = −(xj − xi)tEiAξαi
+O(∥xj − xi∥2) (4.10)

其中此处的 Aξαi
应理解为一个m×m矩阵。因此，我们想要找到一个矩阵 Ãξαi

，它极

小化如下误差

N∑
j=1

∥(ξ̃αi (xj)− ξ̃αi (xi))tEi − (xj − xi)tEiÃξαi
∥2Kh(xj − xi) (4.11)

令

∆̃i = E t
i [x1 − xi, · · · , xn − xi]

Ξ̃α
i = E t

i

[
ξ̃αi (x1)− ξ̃αi (xi), · · · , ξ̃αi (xn)− ξ̃αi (xi)

]
Wi = diag{Kh(x1 − xi), · · · , Kh(xn − xi)}

(4.12)

问题(4.11)有如下的闭式解

Ãξαi
= −Ξ̃α

i Wi∆̃
t
i(∆̃iWi∆̃

t
i)
−1 (4.13)

例 4.1 (平面曲线). 一条平面曲线是嵌入在二维平面的一维流形。令 t是单位切向量

场，n是单位法向量场，我们有

Ant = −(∇nt)⊤ = κt (4.14)
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图 4.1 螺旋线上的平均曲率向量场

其中 κ是曲线的曲率，因此Weingarten映射的估计是

Â =
∆n · t
∆p · t

≈ κ (4.15)

例 4.2 (空间曲线). 一条空间曲线是嵌入在三维欧氏空间中的一维流形。令 t是单位切

向量场，n是单位主法向量场，b是单位副法向量场。我们有如下的 Frenet公式：

d
ds


t

n

b

 =


0 κ 0

−κ 0 τ

0 −τ 0




t

n

b

 (4.16)

其中 κ是曲率，τ 是挠率。令 ξ = cos(θ)n+ sin(θ)b是任意的单位法向量场，我们有

Aξt = cos(θ)Ant+ sin(θ)Abt = cos(θ)κt (4.17)

类似地，令 ξ⊥ = − sin(θ)n+ cos(θ)b是与 ξ垂直的法向量场，那么

Aξ⊥t = − sin(θ)κt (4.18)

由定义可知，平均曲率向量场是 H = cos(θ)κξ − sin(θ)κξ⊥ = κn，因此平均曲率是

∥H∥ = κ。

注 2. 由WME算法可以计算出沿任何法方向的Weingarten映射。因为每个Weingarten

映射是一个 m ×m矩阵，而法空间的基包含了 d −m个向量，整个算法在每一点给

出m×m× (d−m)个系数（事实上是 m(m+1)
2
× (d−m)个系数，因为Weingarten映
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射是对称的）。用这些系数我们可以给出流形M的第二基本形、平均曲率和截面曲率

等几何量。如果我们假设流形的维数很低（m很小），那么所有的系数是 O(dN)的量

级，其中 d是全空间的维数，N 是点云的规模。

注 3. 因为Weingarten映射是切空间上的自伴算子，矩阵 Ãξαi
理应是对称的，因此问

题(4.11)自然应该放在对称矩阵全体上求解。然而，正如我们将要看见的，(4.11)的解

依照任何矩阵范数收敛到真正的矩阵，因此我们不必要在对称矩阵空间上考虑一个更

复杂的优化问题。在对称性必要的场合，例如在估计平均曲率或者算子谱时必须要求

实特征值，我们总是可以用 1
2

(
Ãt

ξαi
+ Ãξαi

)
去做对称化。

4.2 统计模型

在本节及收敛性的证明中，我们用 ξ表示流形M上的法向量场。令 P 表示取值

在流形M上的随机向量，有光滑的取值为正的密度函数 f。固定一点 p ∈ M，为了

记号简洁，我们省略下标，直接用 A : TpM→ TpM表示在 p点的沿 ξp的Weingarten

映射。我们将命题4.1重新写成：当 P 在 p的测地邻域时，我们有

(ξP − ξp)⊤ = −A
(
(P − p)⊤

)
+ η(P )∥P − p∥2 (4.19)

其中 η : M → Rm 假定为定义在 p 的测地邻域上的有界光滑函数。另外，假设

e1, e2, · · · , em 是切空间 TpM 给定的一组基底。设 Ξ = (ξP − ξp)
⊤, ∆ = (P − p)⊤

表示基下的坐标，并且设 KP = Kh(P − p)。考虑如下的优化问题

argmin
A∈Rm×m

Ef

[
∥Ξ+ A∆∥2KP

]
(4.20)

亦即，想要找到如下函数的极小值

F (A) = Ef

[
Tr(ΞΞt +Ξ∆tAt + A∆Ξt + A∆∆tAt)KP

]
= Tr(Ef [ΞΞ

tKP ]) + 2Tr(Ef [Ξ∆
tKP ]A) + Tr(AEf [∆∆tKP ]At)

(4.21)

令 dF
dA = 0，优化问题的总体解 (population solution)有如下的闭式解

A = −Ef [Ξ∆
tKP ](Ef [∆∆tKP ])

−1 = −LD−1 (4.22)
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其中 L = Ef [Ξ∆
tKP ]以及 D = Ef [∆∆tKP ]。将坐标分量 Ξ · ej 记为 (Ξ)j，坐标分量

∆ · ej 记为 (∆)j，其中 j = 1, 2, · · · ,m。在矩阵形式下我们有

L =


Ef [(Ξ)1(∆)1KP ] · · · Ef [(Ξ)1(∆)mKP ]

... . . . ...

Ef [(Ξ)m(∆)1KP ] · · · Ef [(Ξ)m(∆)mKP ]



D =


Ef [(∆)21KP ] · · · Ef [(∆)1(∆)mKP ]

... . . . ...

Ef [(∆)m(∆)1KP ] · · · Ef [(∆)2mKP ]


(4.23)

设 x1, · · · , xN 是从 P 得到的独立同分布的样本。令 Ξi,∆i是将 Ξ,∆中的随机向

量替换为样本之后得到的量。将期望替换为样本均值，我们得到优化问题的经验解

(empirical solution)。

Ã = −L̃D̃−1 (4.24)

其中

L̃ =


1
N

∑N
i=1(Ξi)1(∆i)1Kxi

· · · 1
N

∑N
i=1(Ξi)1(∆i)mKxi

... . . . ...
1
N

∑N
i=1(Ξi)m(∆i)1Kxi

· · · 1
N

∑N
i=1(Ξi)m(∆i)mKxi



D̃ =


1
N

∑N
i=1(∆i)

2
1Kxi

· · · 1
N

∑N
i=1(∆i)1(∆i)mKxi

... . . . ...
1
N

∑N
i=1(∆i)m(∆i)1Kxi

· · · 1
N

∑N
i=1(∆i)

2
mKxi


(4.25)

容易验证经验解与(4.13)给出的解相同。也就是说，经验解是如下优化问题的闭

式解

argmin
Ã∈Rm×m

N∑
i=1

∥Ξi − Ã∆i∥2Kxi
(4.26)

最后，我们定义均方误差（MSE）为

MSE = Ef

[
∥Ã− A∥2F

]
≤ 2

(
Ef

[
∥Ã− A∥2F

]
︸ ︷︷ ︸

方差

+ ∥A− A∥2F︸ ︷︷ ︸
偏差

2

)
(4.27)

其中 ∥ · ∥F 表示 Frobenius范数。
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4.3 算法收敛性

在方差和偏差的估计中，主要的困难在于如何控制逆矩阵D−1和 D̃−1的范数。这

里的技巧受到统计机器学习中的核密度估计的启发。当带宽 h很小的时候，积分区域

集中在 p的测地邻域上。用指数映射的参数化，可以将积分区域转移到切空间的一个

有界集合上，然后再对被积函数和积分区域进行泰勒展开，找到主导项，确定范数的

阶。这里先证明一个引理来比较测地距离和欧氏距离。

引理 4.1. 令 dp和 ρp是到点 p的黎曼距离和欧氏距离。存在一个函数 Rp(h)和正常数

δRp、CRp 使得当 h < δRp 时，dp(y) ≤ Rp(h)对所有的满足 ρp(y) ≤ h的 y成立，进一

步，我们有

h ≤ Rp(h) ≤ h+ CRph
3 (4.28)

证明. 由命题3.1可知，存在 h0 > 0和 a0 > 0使得当 h < h0时，

dp(q)− a0dp(q)3 ≤ ρp(q) ≤ dp(q) (4.29)

定义 ϑp(r) = inf{∥p−q∥|r ≤ dp(q)}，以及Rp(h) = sup{r|ϑp(r) ≤ h}。一方面，若点 q使

得 dp(q) = h，由式(4.29)可知，ϑp(h) ≤ h，从而Rp(h) ≥ h。另一方面，设 ζ(t) = t−a0t3，

则在 [0, 1/
√
3a0]上函数 ζ单调递增，令 δRp = min{h0, 1/

√
3a0, ζ(h0), ζ(1/

√
3a0)}，则当

h < δRp 时，ζ 的反函数存在，记为 β。若 dp(q) ≥ β(h)，由 ζ 单调增可知 ζ(dp(q)) ≥ h，

由式(4.29)可知，ρp(q) ≥ h，从而 ϑp(β(h)) ≥ h。这说明 Rp(h) ≤ β(h)。简单的求导可

知 β(0) = 0，β′(0) = 1，β′′(0) = 0。存在 CRp 使得 β(h) ≤ h+ CRph
3在 h < δRp 时成

立。

引理4.1说明当 h足够小时，如果 ∥P − p∥ ≤ h，那么存在一个函数 Rp使得 P 和

p之间的测地距离是由 Rp(h)控制。

4.3.1 偏差估计

首先我们给出 D−1的估计。一些指数映射的性质可以参见3.2。

30



北京理工大学硕士学位论文

引理 4.2. 存在一个正的常数 h0使得当 h < h0时，

D = h2
(
f(p)

∫
∥z∥≤1

(z1)2K(∥z∥)dz
)
(I + o(1)) (4.30)

其中 I 是恒同矩阵。因此，逆矩阵由下式给出

D−1 =
1

h2
(
f(p)

∫
∥z∥≤1

(z1)2K(∥z∥)dz
)(I + o(1)) (4.31)

证明. 选取 h0使得对 h < h0，指数映射在半径为 Rp(h)的测地球上是合理定义的。对

矩阵 D中任意一个元素 Dkl，令 r表示指数映射，有

Ef [(∆)k(∆)lKP ] =

∫
M
((P − p) · ek)((P − p) · el)Kh(P − p)f(P )dv

=
1

hm

∫
∥u∥≤Rx(h)

(uk + o(∥u∥))(ul + o(∥u∥))

×K
(∥u∥+ o(∥u∥)

h

)
f(r(u))

√
det(g(u))du

(4.32)

其中 g(u)表示黎曼度量矩阵。在法坐标下，gij(u) = δij + o(∥u∥)。作变量替换 u = hz，

我们得到

(4.32) =
∫
∥z∥≤Rx(h)/h

(hzk + o(h∥z∥))(hzl + o(h∥z∥))

×K
(
∥z∥+ o(h∥z∥)/h)f(r(hz)

)√
g(hz)dz

(4.33)

积分的区域可以分成两个部分：第一部分是单位球 Q1 = {z|∥z∥ ≤ 1}，第二部分是

Q2 = {z|1 ≤ ∥z∥ ≤ Rx(h)/h}。在 Q1上，积分是

h2
(∫

∥z∥≤1

zkzlK(∥z∥)f(x)dz+ o(1)

)
= h2(δklf(x)

∫
∥z∥≤1

(z1)2K(∥z∥)dz+o(1)) (4.34)

其中我们用到了积分区域和被积函数的对称性，δkl表示Kronecker记号。在Q2上，注

意到被积函数的数量级是 O(h2)，而由引理4.1积分区域是 O(h2)。总之，我们说明了

Ef [(∆)k(∆)lKP ] = h2(δklf(x)

∫
∥z∥≤1

(z1)2K(∥z∥)dz+ o(1)) (4.35)
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这就证明了公式(4.30)。逆矩阵由 Neumann级数给出：(I − D)−1 =
∑∞

k=0D
k 对充分

小的 D成立。

利用这些结果可以给出偏差的收敛速率。

引理 4.3. 当 h→ 0时，∥A− A∥2F = O(h4)。

证明. 根据模型假设(4.19)，如果设Θ = Ξ− A∆ = η(P )∥P − p∥2，那么有

A = Ef [(A∆+Θ)∆tKP ](Ef [∆∆tKP ])
−1

= A+ Ef [Θ∆tKP ](Ef [∆∆tKP ])
−1

(4.36)

因此只需要估计 Ef [Θ∆tKP ]。类似引理4.2的证明，对 h < h0，积分是

Ef [(Θ)k(∆)lKP ] =

∫
M
ηk(P )∥P − p∥2((P − p) · el)Kh(P − p)f(P )dv

=
1

hm

∫
∥u∥≤Rx(h)

ηk(r(u))(∥u∥2 + o(∥u∥2))(ul +O(∥u∥2))

×K
(∥u∥+ o(∥u∥)

h

)
f(r(u))

√
det(g(u))du

(4.37)

作变量替换 u = hz，由对称性得到

∫
∥z∥≤1

zl∥z∥2K(∥z∥)dz = 0 (4.38)

因此 h3前的系数消失。令

∂lη
k(0) =

ηk(r(u))
∂ul

∣∣∣∣
u=0

∂j∂sr
i(0) =

∂ri(u)
∂uj∂us

∣∣∣∣
u=0

(4.39)

主导项是

h4

((
∂lη

k(0) +
1

2
ηk(x)

∑
i,j

∂j∂jr
i(0)∂lr

i(0)

)
f(x)

∫
∥z∥≤1

(z1)2∥z∥2K(∥z∥)dz

)
(4.40)
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利用 D的估计，可以得到

∥Â− A∥2F ≤ ∥Ef [Θ∆tKP ]∥2F∥D−1∥2F = O(h4) (4.41)

4.3.2 方差估计

对矩阵 D̃，估计的误差主要来自于随机取样。而对于随机性的误差，我们只能保

证它在“大概率”下很小，这里“大概率”的数学定义为：对任意的 ϵ > 0，某断言成

立的概率大于 1− ϵ。为了描述简洁，我们省略包含 ϵ的项的具体计算。

引理 4.4. 当 h→ 0以及 Nhm →∞时，下面等式以大概率成立

D̃ = D+O

(
h2√
Nhm

)
(4.42)

因此矩阵的逆由下式给出

D̃−1 = D−1 − D−1O

(
h2√
Nhm

)
D−1 (4.43)

证明. 对矩阵 D̃中的任意一个元素 D̃kl，注意到

Ef [D̃kl] = Dkl (4.44)

方差是

Ef

[
(D̃kl − Dkl)

2
]
=

1

n
Ef

[
((∆)k(∆)lKX − Dkl)

2
]
≤ 1

n
Ef

[
((∆)k(∆)lKP )

2
]

(4.45)

类似于引理4.2的证明，可以找到主导项为

1

hm

(
h4f(x)

∫
∥z∥≤1

(z1)2(z2)2K2(∥z∥)dz+ o(h4)

)
(4.46)
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由切比雪夫不等式，对任意的 ϵ > 0，可知

P
(
|D̃kl − Dkl| ≥ ϵ

)
≤ 1

ϵ2
O

(
h4

Nhm

)
(4.47)

当 h→ 0以及Nhm →∞时成立。令不等式右端为O(1)，我们说明大概率 |D̃kl−Dkl| ≤

h2/
√
Nhm，这就证明了等式(4.42)。逆矩阵由如下恒等式给出

(
D+O

(
h2√
Nhm

))−1

=

(
I + D−1O

(
h2√
Nhm

))−1

D−1

=

(
I − D−1O

(
h2√
Nhm

))
D−1

= D−1 − D−1O

(
h2√
Nhm

)
D−1

(4.48)

用以上结果，可以给出方差的估计。

引理 4.5. 假设 h→ 0以及 Nhm →∞，以大概率方差是 O( 1
Nhm )

证明. 首先插入一个混合项，有

Ef

[
∥A− Ã∥2F

]
= Ef

[
∥A− L̃D−1 + L̃D−1 − Ã∥2F

]
≤2
(
Ef

[
∥A+L̃D−1∥2F

]
︸ ︷︷ ︸

(∗)

+Ef

[
∥L̃D−1+Ã∥2F

]
︸ ︷︷ ︸

(∗∗)

)
(4.49)

对第一项有

(∗) = Ef

[
∥(L− L̃)D−1∥2F

]
≤ Ef

[
∥L− L̃∥2F

]
∥D−1∥2F (4.50)

对 L− L̃中的任意一项，有

Ef

[(∑N
i=1(Ξi)k(∆i)lKxi

n
− Ef [(Ξ)k(∆)lKP ]

)2
]

=
1

n
Varf [(Ξ)k(∆)lKP ] ≤

1

n
Ef

[
(Ξ)2k(∆)2lK2

P

] (4.51)
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当 h < h0时，由模型假设(4.19)，(4.51)有如下控制

∥A∥2F
h2m

∫
∥u∥≤Rx(h)

(uk + o(∥u∥))2(ul + o(∥u∥))2

×K2
(∥u∥+ o(∥u∥)

h

)
f(r(u))

√
det(g(u))du

(4.52)

其中主导项为

f(x)
∥A∥2F
hm−4

∫
∥z∥≤1

(z1)2(z2)2K(∥z∥)2dz (4.53)

再利用 D−1的估计，我们发现 (∗) = O( 1
Nhm )。

对第二项有

(∗∗) = Ef

[
∥L̃(D−1 − D̃−1)∥2F

]
= Ef

[
∥L̃D−1(D̃ − D)D̃−1∥2F

]
≤ Ef

[
∥L̃∥2F

]
Ef

[
∥D̃ − D∥2F

]
Ef

[
∥D̃−1∥2F

]
∥D−1∥2F

(4.54)

现在(4.54)中每一个量的阶是

(1) 类似于引理4.4的证明，注意到Ef [L̃kl] = Lkl以及大概率方差由一个阶为O( h4

Nhm )

的量控制，则

Ef

[
∥L̃∥2F

]
≤ O(h4) (4.55)

(2) 用与控制 ∥L− L̃∥2F 相同的方法，大概率它由 O( 1
Nhm−4 )控制；

(3) 由引理4.4可知，该项大概率是 O( 1
h4 )；

(4) 由引理4.2可知，该项是 O( 1
h4 )。

因此 (∗∗)大概率是 O( 1
Nhm )。这就证明了方差的估计。

4.3.3 均方误差

综合以上结果，我们给出了MSE的收敛速率。

定理 4.1. 令 ξ是M上的法向量场，令 P 是取值于M中，有光滑的正密度函数 f 的

随机向量。假设 K : R→ R是支撑在 [0, 1]上的二次可微的核函数。进一步，假设给
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定切空间 TpM的基底 e1, e2, · · · , em。令 x1, · · · , xN 是来自于 P 的独立同分布的样本。

当 h→ 0以及 Nhm →∞时，按照式(4.27)定义的均方误差为

MSE = O(h4) +O

(
1

Nhm

)
(4.56)

如果 h选取为 N− 1
m+4，则最优收敛速率是 O(N− 4

m+4 )。

注 4. 在定理中我们假设法向量场是精确的。如果我们加入切空间和法空间的误差，

模型会变得极其复杂。然而在实际应用中参数 hPCA 的选取对结果的影响不是特别敏

感。我们依照A.V. Little等人的方法选取 hPCA = O(n− 1
m )以确保 Ii包含足够多的点

[5]。

注 5. k 近邻方法相对于核方法更加直观和简单，复杂度较低，常常用于实验和算法

中。由定理4.1和关系式 k
N
∼ hm，我们在实验中设定 k近邻的参数为 k = O(n

4
m+4 )以

确保达到最优收敛速率 O(n− 4
m+4 )。

4.4 与其他方法比较

B. Buet等人在 2018年提出了基于几何测度论的 varifold上的推广的第二基本形

和平均曲率 [23]。因此，即使背景空间有奇异点（例如有自交点），他们也能够计算推

广的平均曲率。具体而言，一个m维 varifold是空间 Rd×Gm,d上的一个 Radon测度，

其中Gm,d是 Rd中的所有m维平面组成的格拉斯曼流形。对一个m维 varifold V，推

广的平均曲率场由下式定义

δV : C1
c (Rd,Rd)→ R

X 7→
∫
Rd∩Gm,d

divX(x)dV (x, S)
(4.57)

如果 V 是流形M上的标准测度并且 δV = −HHm
|M，推广的平均曲率退化为经典的

平均曲率。然而，在一般情形下一阶变分很难给出具体表达。对于一个点云 varifold，

即 V =
∑

j = 1nmjδxj
⊗ δPj

，一阶变分 δV 不是一个测度。因此，B. Buet等人提出用

下面的量来逼近点云的平均曲率

HV
α,β,ϵ =

Cβ

Cαϵ

∑
xj∈Bϵ(x)\{x}mjα

′(
∥xj−x∥

ϵ
)ΠPj

xj−x

∥xj−x∥∑
xj∈Bϵ(x)

mjβ(
∥xj−x∥

ϵ
)

(4.58)
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其中 α, β 是支撑在 [−1, 1]上的函数，满足
∫
Rd α(x)dx =

∫
Rd β(x)dx = 1，并且 Cα, Cβ

是与 α, β相关的常数。他们证明了HV
α,β,ϵ在特定条件下收敛到H。特别地，如果点云

是均匀采样并且每一点的切空间是给定的，那么当 nϵ → ∞时，收敛速率是 1
nϵ

+ ϵ。

因此，最优的带宽是 ϵ = n− 1
2，最优的收敛速率也是 n− 1

2。与WME算法相比较，这

个方法在流形维数很高的时候有更快的收敛速率，但是对于曲线和曲面，WME算法

的收敛速率更快。另外，该方法的收敛条件更加苛刻，而WME的收敛条件则相对宽

松，在算法实现时更为方便。

A. Aamari等人在 2019年提出了基于多项式拟合的切空间估计、第二基本形估计

和支集估计，并且给出了在有限样本条件下的收敛速率。令M是满足某些正则性条

件的子流形，并且假设数据均匀采样，那么第二基本形的收敛速率是 O(n− k−2
m )，其中

k 是流形的正则性参数，m是流形的维数。然而他们的方法无法给出估计的闭式解，

在实验过程中还要求解复杂的非凸优化问题，所以相比于WME他们缺少一个快速有

效的算法。

4.5 实验验证

我们将 WME算法应用到多个人造数据上并验证定理4.1中的最优收敛速率：首

先验证核方法给出的最优带宽，然后再验证 k近邻法给出的最优参数 k。

4.5.1 核方法

我们在如下三个人造数据集上验证收敛速率：

螺旋线：三维空间中的螺旋线的参数方程由下式给出：

γ(t) = (rt cos(at), rt sin(at), t) (4.59)

其中 r, a > 0为给定参数，在实验中我们设置 r = 1及 a = 1.5。这是嵌入在三维欧氏

空间中的一维流形。如果选取 h正比于 N−1/5，那么最优收敛速率是 O(N−4/5)。

环面：二维环面的参数方程由下式给出：

F (θ, α) = (R + r cos(θ) cos(α), (R + r cos(θ)) sin(α), r sin(θ)) (4.60)
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(a)螺旋线 (b)环面

(c)椭球面

图 4.2 螺旋线，环面以及椭球圆的 log(N)− log(MSE)图，斜率与收敛的阶一致

38



北京理工大学硕士学位论文

其中 R > 2r > 0为给定参数，这里我们设 R = 4及 r = 0.5。因此如果选取 h正比于

N−1/6，那么最优收敛速率是 O(N−2/3)。

椭球圆：三维椭球圆的参数方程由下式给出：

F (θ, α, β) = (a cos(θ), b sin(θ) cos(α), c sin(θ) sin(α) cos(β), d sin(θ) sin(α) sin(β))

(4.61)

其中 a, b, c, d > 0为给定参数，这里我们设 a = 1, b = 1.15, c = 1.31以及 d = 1.7。如

果选取带宽正比于 N−1/7，那么最优收敛速率是 O(N−4/7)。

用以上的参数方程均匀地采样 1, 000 ∼ 20, 000个点。选取带宽使得收敛速率达

到最优。在作图时分别对点云规模和MSE取对数，亦即，作 log(MSE)相对于 log(N)

的图。因此拟合直线的斜率就对应收敛的阶，实验结果展现在图4.2中。

4.5.2 k 近邻法

我们在二维环面和二维椭球面上检测 k近邻法给出的最优收敛速率。对二维环面

设主半径为 5，副半径为 2，均匀采样 1, 000到 20, 000个点。对二维椭球面设主轴参

数分别为 6, 6, 8，并且均匀采样 7, 000到 30, 000个点。参数 k正比于 N
2
3。图4.3展现

了 log(N)− log(MSE)图，我们发现斜率与理论上导出的收敛的阶一致。
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(a)环面 (b)椭球面

图 4.3 环面和椭球圆的 log(N)− log(MSE)图，斜率与收敛的阶一致
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第 5章 应用

5.1 曲率估计

WME 算法的一个重要应用是做点云数据的曲率估计。在计算机图形学等领域，

点云或者三角网格的高斯曲率和平均曲率是非常重要的两个量。对于 WME 算法而

言，在得到Weingarten映射之后，只需要对矩阵取行列式和迹即可得到高斯曲率和平

均曲率。在实验中，我们将WME算法与曲率估计中一个常用的方法——二次曲面拟

合法——进行比较。选择二次曲面拟合法的理由有两个：其一是在算法实现上，二次

曲面拟合法较为简单，需要调整的参数较少；其二是根据 E. Magid等人的研究，在常

用的五个估计高斯曲率和平均曲率的算法中，二次曲面拟合法的精度最高 [35]。实验结

果表明，WME算法在精确性和鲁棒性上优于二次曲面拟合法。

二次曲面拟合法的具体步骤如下：首先将一个邻域内的点做平移和旋转使得要

估计的点的法向量与欧氏空间的 z 坐标轴重合，然后用最小二乘法拟合参数曲面

z = ax2 + bxy + cy2，此时原点处的高斯曲率和平均曲率由下式给出

K = 4ac− b2, H = a+ c. (5.1)

我们在环面 (人造数据)和大脑皮层曲面 (真实数据)上比较 WME算法和二次曲

面拟合法。

5.1.1 环面

我们用如下方法比较 WME 算法和二次曲面拟合法的精确性：在环面上均匀采

样 1, 000 ∼ 20, 000 个点，对两个算法，设置相同的 k 近邻参数（实验中均为 100）。

图5.1的结果说明WME算法给出的均方误差比二次曲面拟合法给出的均方误差小，因

此WME算法的精确性更高。

用如下方法比较WME算法和二次曲面拟合法的鲁棒性：同样地，在环面上均匀

采样 1, 000 ∼ 20, 000个点，此时再加上零均值的高斯噪声，其协方差是 σ2I3，其中

σ2 ∈ {0.01, 0.05, 0.001}。对于不同的噪声，图5.2表明WME算法给出的均方误差更小，

因此具有更高的鲁棒性。
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(a)高斯曲率 (b)平均曲率

图 5.1 环面上WME算法和二次曲面拟合算法精确性的比较

(a)高斯曲率 (b)平均曲率

图 5.2 环面上WME算法和二次曲面拟合算法鲁棒性的比较

5.1.2 大脑皮层曲面

为了进一步比较两个算法的鲁棒性，我们在真实的大脑皮层数据上测试两个

算法。我们从 Human Connectome Projects (s3://hcp-openaccess/HCP_1200/

100206/MNINonLinear/Native/)得到左侧大脑皮层点云，这个点云包含 166,737

个点。这个数据是有噪声的，并且我们无从得知大脑皮层曲面的真实曲率，所以也无
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(a)高斯曲率 (b)平均曲率

图 5.3 大脑皮层上WME算法和二次曲面拟合算法鲁棒性的比较

法直接计算均方误差。我们采取如下间接的方法来衡量每个算法的表现：首先在整个

数据集（166,737个点）上估计点云的高斯曲率和平均曲率，这个结果被视为大脑皮

层曲面上的真实曲率。然后将数据分成训练集和测试集。在训练集上重新计算高斯曲

率和平均曲率，对测试集中的每一点，寻找其在训练集中最近的 k个点，并用着 k个

点的曲率的平均值作为测试集中该点的曲率的估计。最后，计算测试集上的曲率的均

方误差。从图5.3可以发现，从 WME得到的均方误差随着测试集的增加是单调递减

的，而从二次曲面拟合得到的误差则是上下浮动的，这说明在真实的复杂数据集上，

WME算法具有更强的鲁棒性。

5.2 点云简化

点云数据通常被转化为连续的曲面表示，例如多边形网格或者样条曲面，该转化

过程称为曲面重构。由于大多数曲面重构算法要求计算机大量的内存，并且计算复杂

度较高，所以点云的规模不能太大。在对点云进行预处理的过程中，一个重要的步骤

是降低点云的规模，这个过程被称为点云简化。M. Pauly等人提出了三种类型的简化

方式 [36]：聚类法、迭代简化和粒子仿真。这些方法依赖于一个由局部协方差矩阵决定

的量，他们称之为点云的“曲率”，但是实际上该量并不是曲率。这里我们提出一个

依赖于真正的曲率的点云简化算法，并且与均匀聚类简化算法进行比较。

均匀聚类简化算法的过程如下：随机选择一个种子点，逐步加入最近邻点形成类

C0，当聚类达到阈值时停止。删除 C0中的所有点，在剩余的点中随机选择一个点，用

相同的方式构造下一个类 C1。重复这个过程直到所有点都被聚类。计算每个类中的
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均值作为该类的代表，所有的代表合起来就是简化之后的点云。伪代码见算法1。

算法 1均匀简化算法
输入: 点云 P = {x1, · · · , xN}，阈值 T
输出: 简化点云 S
1: S ← []
2: while |P | > 0 do
3: seed← rand(P )
4: C ← {seed}
5: repeat
6: 搜索 C 的最近邻 xC
7: C ← C ∪ {xC}
8: P ← P\C
9: until |C| ≥ T || |P | == 0
10: S ← S ∪ { 1

|C|
∑

i∈C xi}
11: end while

从直观上讲，为了保持点云的几何特征，在高度弯曲的区域内的点应当尽可能地

保留，而对于平坦区域的点则尽可能地删除。因此，如果种子点处的曲率很大，其聚

类的阈值应当设定的很小。令 Ω代表某种曲率（高斯曲率，平均曲率或者主曲率）。

假设 |Ω|max是整个曲面上曲率绝对值的最大值。从某个种子点 p开始，假设这一点曲

率的绝对值是 |Ω|p，设定类 Cp的阈值为，

#Cp =

⌈(
1− c |Ωp|

|Ω|max

)
T

⌉
(5.2)

其中 0 < c < 1是某个尺度参量，T 是预先设定的全局参量，⌈·⌉代表上取整函数。同

样地，用类的均值作为代表，而所有的代表合起来成为简化后的点云。通过这个过程

得到一个非均匀聚类简化方法，我们称之为曲率自适应简化算法。伪代码见算法2。

为了量化简化的效果，我们定义如下两种误差：假设 P 和 P ′是两个点云，定义

距离误差为

∆dist(P, P
′) = max

{
max
x∈P

d(x, P ′), max
x′∈P ′

d(x′, P )

}
(5.3)

注意在M. Pauly等人的文章中，他们定义的是单边豪斯多夫距离，所以当 P ′是 P 的

子集时，误差会恒等于 0。这里我们用 ∆dist(P, P
′)可以有效地规避这种情况。

接下来我们考虑曲率的损失。特别地，假设 P 是一个点云，C是 P 的聚类构成的

集合。对每个类 C ∈ C，令 p̄是 C 的中心，Ω̄是 p̄处的曲率。那么 C 处的曲率损失定
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算法 2曲率自适应简化算法
输入: 点云 P = {x1, · · · , xN}，曲率 Ω，阈值 T，参数 c
输出: 简化点云 S
1: S ← []
2: while |P | > 0 do
3: seed← rand(P )
4: C ← {seed}
5: TC = ⌈(1− c |Ωp|

|Ω|max
)T ⌉

6: repeat
7: 搜索 C 的最近邻 xC
8: C ← C ∪ {xC}
9: P ← P\C
10: until |C| ≥ TC || |P | == 0
11: S ← S ∪ { 1

|C|
∑

i∈C xi}
12: end while

义为

∆ΩC =
∑
p∈C

|Ωp − Ω̄| (5.4)

点云 P 的曲率损失定义为

∆curv(P ) =

∑
C∈C ∆ΩC

#P
(5.5)

我们将两个算法用于三个标准数据集：杜克龙 (Duke Dragon)、斯坦福兔子 (Stan-

ford Bunny)和怪兽犰狳 (Armadillo)。这里采用绝对平均曲率来做曲率自适应简化算

法。

最终的结果展现在表5.1中。注意到对于曲率损失，∆curv 越小表明几何特征保留

表 5.1 均匀简化算法和曲率自适应简化算法的性能比较

怪兽 Armadillo（包含 172,974个点）
方法 聚类规模 简化点云规模 时间 ∆curv ∆dist

均匀 22 7863 14m12s 0.0714 3.1906
非均匀 7∼69 7858 13m17s 0.0694 4.5451

斯坦福兔子（包含 35,947个点）
方法 聚类规模 简化点云规模 时间 ∆curv ∆dist

均匀 8 4494 1m24s 0.0396 3.6258
非均匀 4∼39 4443 1m27s 0.0374 5.9572

杜克龙（包含 100,250个点）
方法 聚类规模 简化点云规模 时间 ∆curv ∆dist

均匀 15 6684 6m27s 0.0673 4.4642
非均匀 5∼49 6575 6m56s 0.0642 5.6068
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图 5.4 杜克龙，曲面重构于 6500个点

的越多，而对于距离误差，∆dist越大则表明简化的程度越深。

在简化之后，我们用移动最小二乘法 (MLS)对曲面进行重构，重构后的结果展现

在图5.4、图5.5和图5.6中。在每一幅图中，第一个子图代表了用均匀聚类简化算法得

到的点云，第二个子图则代表在均匀简化之后重构出的曲面。类似地，第三个子图代

表了用曲率自适应简化算法得到的点云，最后一个子图代表在非均匀简化之后重构出

的曲面。我们发现从曲率自适应简化后的点云重构出的曲面保留了更多的细节，尤其

是在曲率大的地方（耳朵、手指、牙齿等），重构出的效果要远远好于均匀简化后点

云重构的曲面。

5.3 大脑皮层与年龄预测

研究表明，随着人的年龄的增长，大脑的结构也会不断地发生变化，研究表明，

大脑的结构和人的年龄存在某些特定的联系，因此用大脑皮层的几何形状来做年龄预

测是合适的。

年龄预测的重要性在于：很多与脑部相关的疾病，如精神分裂症和阿兹海默症等，

都与大脑的结构发生异变有关。有疾病的大脑会偏离正常的大脑模式。如果我们对一
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图 5.5 斯坦福兔子，曲面重构于 4,400个点

组大脑做年龄预测，那些估计年龄与正常年龄有明显偏离的大脑就意味着出现了结构

上的异变，这样我们就能挑选出可能还有疾病的大脑，从而帮助医生对疾病进行诊断。

基于大脑的结构 MRI数据做年龄预测的研究较少，而在这些研究中，大部分也

没有采用大脑的几何量作为特征，而是采用大脑的体素 (voxel)或者体积 (volume)作

为特征。用大脑皮层的曲率做年龄预测的文章可以参见 [37]。

5.3.1 数据获取

我们选取两个公开的数据集：一个是IXI数据集，另一个是HCP Lifespan数据集。

我们删除没有年龄记录的数据，以及无法提取曲面特征的数据 (用 freesurfer 处理后

surf文件夹为空)。由于从MRI数据得到大脑皮层曲面的过程非常耗时 (处理一个数据

大约 3-4小时)，我们没有处理所有的数据，最终从 HCP Lifespan得到的 27个大脑曲

面，从 IXI得到 115个大脑曲面。

47

https://brain-development.org/ixi-dataset/
https://www.humanconnectome.org/lifespan-studies


北京理工大学硕士学位论文

图 5.6 怪兽犰狳，曲面重构于 7,800个点

5.3.2 数据处理流程

我们用FreeSurfer软件处理原始的 T1图像数据。FreeSurfer是美国哈佛-麻省理工

卫生科学与技术部和马萨诸塞州总医院共同开发的一款磁共振数据处理软件包，是

基于 Linux 平台的全免费开源软件。为了缩短运行时间，我们只执行步骤 15-23(完

整工作流程见 FreeSurfer 的recon-all 帮助文档)，如果执行全部的步骤，处理一个数

据的时间至少是 20个小时 (见 FreeSurfer的运行时间比较文档)。我们用 Matlab读取

FreeSurfer处理过的文件 (见 Freeurfer的Matlab帮助文档)。从 FreeSurfer可以得到的

数据包括 (但不限于)：

• 灰质/白质分割面点云 (white surface)，见图5.7a；

• 灰质/脑脊液分割面点云 (pial surface)，见图5.7b；

• 膨胀大脑皮质表面 (inflated surface)，见图5.7c；
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(a)灰质/白质分割面 (b)灰质/脑脊液分割面

(c)膨胀大脑皮质表面 (d)大脑分区

图 5.7 用 FreeSurfer处理之后的各个分割面点云

• 大脑分区 (region of interest)，见图5.7d；

• 皮层厚度 (cortical thickness)：每一点处的皮层厚度定义为灰质/白质分割面和灰

质/脑脊液分割面对应点之间的距离；

• 区域面积 (region area)：对灰质/白质分割面先光滑化，然后每个区域的面积等于

该区域的三角网格的面积；

• 曲率 (curvature)：通过分割面的三角网格可以得到曲面的高斯/平均/主曲率。

我们并不使用 FreeSurfer算出的曲率，而是用WME重新计算曲面点云的高斯曲

率 K、平均曲率 H、第二基本形的算子谱 ρ。
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我们使用 Desikan-Killiany图册对大脑进行分区 (见 FreeSurfer的皮层分割文档)，

通过取平均的方法得到每个区域的特征:

• 区域 ROIi的面积

SROIi =
∑

j∈ROIi

Sj

• 区域 ROIi的平均厚度

TROIi =

∑
j∈ROIi TjSj

SROIi

• 区域 ROIi的平均高斯曲率

KROIi =

∑
j∈ROIi KjSj

SROIi

• 区域 ROIi的平均平均曲率

HROIi =

∑
j∈ROIi HjSj

SROIi

• 区域 ROIi的平均算子谱

ρROIi =

∑
j∈ROIi ρjSj

SROIi

5.3.3 统计回归

我们将 IXI的 115个数据作为训练数据集，HCP Lifespan的 27个数据作为测试

数据集，由于特征的数量多于训练数据集的数量，通常的线性回归并不适用，这里采

用岭回归的方法做年龄预测。令 y表示响应变量 (年龄)，y是 115维的列向量，令 X

表示自变量 (特征)，X 是 115× p的矩阵，其中 p是特征的维数，考虑如下模型：

• 皮层厚度 (T)；此时 p = 70；

• 皮层厚度 +区域面积 (TS)；此时 p = 140；

• 皮层厚度 +区域面积 +曲率 (TSC)；此时 p = 210；

• 皮层厚度 +区域面积 +曲率 +算子谱 (TSCO)；此时 p = 280。
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(b) TS模型
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(c) TSC模型
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(d) TSCO模型

图 5.8 各回归模型岭迹图

在每个模型中，我们极小化如下误差

min
β
f(β, λ) = ∥y −Xβ∥2 + λ∥β∥2 (5.6)

其中第二项为 L2正则项，λ是正则化系数。这个优化问题的闭式解为

β̂ = (XTX + λI)−1XTy (5.7)

为了找到最优的参数 λ，我们作出岭迹图 (见图5.8)。

岭迹图中曲线趋于稳定时对应的参数就是我们要找的最优的参数。用训练好的模

型做预测，对四个模型分别作出真实年龄-预测年龄图 (见图5.9)。

四个模型对应的均方根误差见表5.2。
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(b) TS模型
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(c) TSC模型
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(d) TSCO模型

图 5.9 各回归模型年龄预测图

表 5.2 各回归模型预测的均方根误差

T TS TSC TSCO
RMSE 16.2397 15.6339 13.9210 13.9209

可以看出加入曲率和算子谱之后回归的效果更好。
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结论

本文研究了子流形离散点云上的切空间估计和第二基本形估计。对于切空间估

计，局部 PCA是一个常用的方法，但是其收敛性鲜有研究，本文用指数映射的性质

给出了经验协方差矩阵的偏差–方差分解，并用 Davis-Kahan定理和Weyl定理给出了

切空间估计的最优收敛速率。对于第二基本形估计，本文利用Weingarten映射的性质

给出了一个快速的算法，并通过建立统计模型给出了这个估计的最优收敛速率。然后

将这个算法用于曲率估计、点云简化、统计回归等实际问题上，实验结果说明了这个

估计的精确性和算法的鲁棒性。

Weingarten映射是研究子流形不可或缺的工具，它帮助研究者从一个外蕴的角度

来研究背景空间。同时，Weingarten 映射与黎曼几何中很多其它重要的概念相关联，

曲率只是其中之一。因此，我们希望在未来的工作中探索更多与Weingarten映射相关

的应用，下面这些课题是值得关心的：

流形上的优化：A. Absil等人证明了 Weingarten映射和函数的黎曼 Hessian有重

要联系 [38]，而黎曼 Hessian 在黎曼流形的优化中扮演了重要的角色。特别地，黎曼

Hessian在二阶优化方法中是极其重要的 [39,40]。我们希望把本文的方法应用于黎曼优

化问题，例如低秩矩阵补全 [41]、高维张量补全 [42]和独立子空间分析 [43]。

基于拉普拉斯算子的学习方法：拉普拉斯算子经常出现在各类流形学习方法中，

尤其是图拉普拉斯算子，其理论和应用已经得到了长足的发展，并在各个领域发挥其

强大的力量，例如计算机视觉 [44]、网络分析 [45]和统计机器学习 [8,9,46]。而在黎曼几何

中，Weingarten映射和拉普拉斯算子有着密切的联系，我们希望能够用Weingarten映

射来构造点云上的拉普拉斯算子的估计。

点云上的统计推断：在神经科学和脑科学等领域，最近的研究表明曲率可以作为

重要的指标出现在统计推断和回归中 [47,48]。我们希望能将 WME 算法应用到生物统

计、医学影像处理和神经科学等领域。
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